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El titulo, deliberadamente elegido siguiendo el consejo de
Claudi Alsina, provocador, para llamar la atencion, es el de
una pelicula de 1965, en la que un submarino ruso encalla en
una pequena aldea de la costa Este de los Estados Unidos.

Me propongo exponer brevemente algunos problemas de las
Olimpiadas y concursos matematicos rusos, muy numerosos y
de todos los niveles de dificultad que uno se pueda imaginar,
gue espero no sean conocidos por la audiencia. En la
actualidad es posible acceder mas facilmente a estos
problemas porque hay publicadas varias versiones en inglés
de esas competiciones, como veremos a continuacion.
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CUATRO CIRCUNCENTROS EN UNA CIRCUNFERENCIA
Un problema de T. Emelyanova, de la Olimpiada rusa de 2011, Fase de
Republicas, Grado 10, problema 2

En el lado AC del triangulo ABC se toman dos puntos
My K, tales que los angulos ABM y CBK sean
iguales.

Demostrar que los circuncentros de los cuatro
triangulos ABM, ABK, CBM y CBK estan en una
circunferencia



La numeracion de la figura es la de un curioso libro de Arsenyi Akopyan,
Geometry in Figures, donde no hay texto de los problemas, sdlo la figura. En
trazo discontinuo, lo que hay que probar.
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Solucion
(Traducida de la pagina web
rusa http://mceem.ru )

Para fijar ideas,
supondremos que el punto
M esta entre Ay K.

Sean O,, 0,, 05, 0, los
circuncentros respectivos
de los triangulos ABM,
ABK, CBM y CBK.

Las rectas 0,05y O,0, son
las mediatrices de los
segmentos BM y AB,
respectivamente. Entonces
los angulos marcados son
iguales , porque sus lados
estan comprendidos entre
perpendiculares.
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Analogamente se demuestra
que los angulos O 2 0 4
O_3 y CBK son iguales, y ya
qgue BM y BK son isogonales,
tenemos la igualdad
buscada entre los angulos
desde los que se ve el
segmento O_2 O_3, como se
pretendia probar.

Como se ve, es esencial que
BM y BK sean isogonales del
triangulo.

Observacion

El punto de interseccion de
0,0, y 00, es el
circuncentro O del triangulo
ABC; los puntos O, y O,
pertenecen respectivamente
a los segmentos OO, y 0O,.




Problema 2
Olimpiada rusa de 1978 (Clase 9, problema 1)

e Designamos con a, el numero entero mas proximo a vn.
Calcular la suma




Para facilitar el analisis del problema, presento algunos valores
aproximados de las raices de los 20 primeros naturales

e V1=1.0 V2=1.4142 v3=1.7321 V4=2.0
V5=2.2361 V6=2.4495 V7=2.6458 V8=
2.8284 V9=3.0 V(10)=3.1623 v(11)=3.
3166 V(12)=3.4641 V(13)=3.6056
V(14)= 3. 7417 V(15)=3.8730 V(16)=4.0
V(17)=4. 1231 V(18)=4.2426 V(19)=4.
3589 V(20)= 4. 4721



e De una manera formal, k es el entero mas
proximo a Vn si y solamente si se verifican las
desigualdades k-(1/2)<vn<k+(1/2)

e Esto se puede escribir como k?-k<vn<k?+k.
Se tiene
ai =ax=1
d3 = d4=as=ae=2
ay = ...=a12=3
a3 = ***=a20=4



* Entonces, puesto que nos piden que
calculemos la suma
1 1 1

al a2 a1980



e |a escribimos en la forma

(1 1] [1 1 1 1]
—t— |+ ———+— [+
al a2 a’3 a4 a5 a6




En el primer paréntesis hay 2:1 sumandos, cada uno de los cuales
vale 1; en el segundo hay 2:-2 sumandos, cada uno de los cuales vale
(1/2); en el tercero, hay 2-3 sumandos, cada uno de los cuales vale
(1/3); y asi sucesivamente. En general, en cada paréntesis hay 2k
sumandos, cada uno de los cuales vale (1/k),con lo que el valor de
cada paréntesis es 2.

El dltimo término de la suma es (1/(a1980)). Puesto que se verifica
44-45= 1980, y V(1980)= 44,497, el entero mas proximo a V(1980)
es 44; como ademas V(1981)= 44,508 su entero mas proximo es 45,
con lo que (1/(ajes0)) es el ultimo sumando del grupo cuyos
elementos toman el valor (1/(44)), el primero de los cuales es el de
subindice 44-43+1= 1893, ya que, en efecto, V(1893)= 43,509, cuyo
entero mas proximo es 44. En conclusion, la suma pedida valdra
44-2=88.



UN PROBLEMA DE LA OLIMPIADA RUSA DE 1990, FASE DE
REPUBLICAS
Autor: Igor Voronovich

Las figuras estan escaneadas del folleto semimanuscrito de
la Olimpiada rusa de aquel afo. De ahi que se mezclen
fragmentos con letras cirilicas.



En el plano estan situados
cuatro circulos, de la
siguiente manera: C, es
tangente exteriormente a
C,yaC, C,es tangente
exteriormente a C;; C; es
tangente exteriormente a
C,. LoscirculosC,y C,; C,y
C;C,yC,C,yC, tienen
tangentes exteriores
comunes, las cuales
forman un cuadrilatero
con un circulo inscrito.
Demostrar que dos de los
circulos tienen el mismo
radio.

AMATATIOLITIIX

AMMAO DTN



Una observacion
preliminar, sencilla pero
importante: en la situacion
de la figura siguiente, la
distancia AB entre los
puntos de tangencia de las
circunferencias con la
tangente comun exterior
vale la raiz cuadrada del
producto de los radios.
Para verlo es suficiente
aplicar el teorema de
Pitagoras.




 El que, en la primera figura, el cuadrilatero ABCD tenga un
circulo inscrito se traduce (teorema de Pithot) en la igualdad

e AB+CD =BC + DA.
e Por otra parte, los segmentos de tangentes trazadas a una

circunferencia desde un punto exterior son iguales en
longitud; esto quiere decir,



11.6, lIOCKONBKY B AH(X/MO;
K

Se verifican las igualdades
AK,=AN,; BK,=BL,;
CL,=CM, y DM, = DN,.
Estas, junto con AB+CD =

BC + DA, dan como
resultado la igualdad

K{K;+M;M, = L,;L, + N;N,,
gue a su vez, por la
observacion inicial, se
puede escribir en términos
de los radios de las

circunferencias C,, de la
siguiente manera




Las dos igualdades equivalentes de mas abajo terminan el problema



e SiI tenemos tiempo podemos ver un problema
mas, del libro You failed your mathematical test,
Comrade Einstein.



Problema 4

e En una cara de un cubo se inscribe una
circunferencia.

« A una cara contigua se le circunscrribe otra
circunferencia.

« Calcular la minima distancia entre los puntos de
ambas circunferencias.



Veamos una figura para comprender bien el problema
Inscrita en rojo, circunscrita en azul




El problema tiene wuna solucibn standard,
parameétrizando convenientemente las dos
circunferencias en un sistema de coordenadas
con origen en el centro del cubo, y hallando luego
el valor minimo de la funcion de dos variables
(los parametros de los puntos de cada
circunferencia) que da la distancia buscada.

Pero se puede dar una solucion mas elemental...



Una solucidn
elemental

Para fijar ideas,
supongamos que la arista
del cubo es 2a . Entonces,
el radio de la
circunferencia inscrita en la
cara es a. Y el radio de la
circunferencia circunscrita
a la cara contigua serd a
multiplicado por la raiz
cuadrada de 2.

Si llamamos O al centro del
cubo, vemos en la figura
dos esferas concéntricas,
la exterior amarilla y la
interior verde, cada una de
las cuales contiene a las
circunferencias
respectivas.




Es claro que la distancia
d buscada no puede ser
menor que la diferencia
de los radios de las
esferas.

d>a \/§—\/§)




En la figura se ve una
semirrecta (verde
clara), saliendo  del
centro del cubo vy
cortando a la
circunferencia  inscrita
en A y a la circunscrita
en B.

Si demostramos que tal
rayo verde existe,
habremos probado que
AB da Ila distancia
minima buscada.




En la figura anterior, tenemos

£0,00, =90°, £O,0A= 45°,
£B00, =q =arctan 2, 45°< o < 90°



Cada uno de eoss angulos es menor que la suma de los
otros dos, y la suma de los tres es menor que 360°. Estas
son condiciones necesarias y suficientes para gue exista un
triedro de vertice O, cuyos angulos de las caras sean los
tres angulos marcados. Esto significa que los puntos O, Ay
B estan efectivamente alineados (en la arista comun a los
dos ultimos angulos del triedro).

Entonces la distancia AB es igual a

a(~/3-+2



e Y si tomamos otros dos puntos, M y N, en las dos
circunferencias, considerando el triangulo OMN, Ila
desigualdad triangular garantiza que la distance MN es
msyor que la diferencia OM — ON, que vale, precisamente

o542

 Asi terminamos el problema.



e iMuchas gracias por vuestra atencion!
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